
Cours 11 .2

Rappel :
28

.11
. 24

Déf . 6 . 1 .

16 : Soit WERh un S .
E

.
V
.

On définit l'orthigonal de W comme

WESver"Iv . w = 0 FweW3-
-

Ainsi Wt est l'ens
.
des recteurs de

qul' sont orthogonaux à tous les vecteurs deW

Ortho -Théorème 6
.

5
.
17

solt WEIR" est un s .Er
,

alors

0] Si W = Vectsw .. -cph lavewitW)
alors vent to vawi vi =1,-p

1) Wh est un sous-esp vect de IR

2 WnWt= 503 (Wtj= w
3) dim(W) + dim (Wt) =n

.



Exemple important :I " -> Rm
-

3 Aya
Si At Mmxn() alors

↓

/Lgn(A)) = Ker(A) 8
↓

et /ImIA)) = Ker(AT) ⑪

↓ Ic Lgn(A) = col(At) est à considérer

comme sous-espace de
M

explication de

A
ma

où lizM
sont les ligres-

det
Om

que llon interprète comme élements de A

cad on considère EMa
Cet ce sont les colonnes de AT)



Mer (A)= (x =/Ax=
Rappelmi

Ax=[ii (
ex

x[

Donc
A

=>(x) / =ex = -- =en
=Agn(A)I
↑ Fin de8 6 . 1 . 18 .dif

saus-exemple: A =[-
Lgn (A) = col(AT) = Vear(e), (i) , (i)}

=Verty(t) , (33



ign(A)"= (x =( )/(p)0x =0

· (2) .x =0)
= (f/xp ++=0 = vect)())

I 22+xy=
3

Ren dim (Ker(A)) = 1
-( dim/(gn(A)) = 2

et 1+2 = 3 = am(3)
Fin 6

.

1
.

18

Exemple Important 6 .
1

. 19

soit ~R10] et W = Vectus a R
La droite engendréeparv

Wt = ? dim[Wk1

Ortho-thm o dim(W) + dim (wt) = r
&

= dim (Wt) = n-1



Ecriors v = (2) tite en to

WEGxz (e . u = 0)
= GxzIR/Z =0

=>SER / v, +V+... n
=0 3

* système linsäre
1 équation
a n inconnues

↓

W est appelé l'hyperplan orthogonal i v

dim(wt) = n- 1 et (WtJt= We vectiv

Dans IRY
W=Vectfr)

un M
av

#* it- plan on go
L

avect()

passant par 10,0,0)



Dans per : ~ = (1) R-
H = vect(v)t = (x=(/x00 = 0)

=>( (1 . 02 , +102+1 +2 =0)
Fin 6

.

2
.19 & din 3 dans IR"

56 .2 Famille orthogonales
ax< p21

Def 6 .
2

. 1: Une famille , partie Gus:>4p 3
de IR" est dite orthogonale si

ViUj led u .. u =0) Vifj

I uiou : + 0 Vi (cad UrFi)
L

exemples 6 .
2
.
2

1) Dans I" , la base coronige Je,,-yen)
est we famille orthogonale (de plus Meill=1)



2) u = (P) u= (2) un=
famille orthog .

de 13

Def 6 .2 .
3 : Set WIR" un sau.

On appelle base othogonale de W
toute partic orthogonde (w .,--yWp)
telle

ge Vect(w , j wp] = W .

Théorème 6 .

2
. 4 : solt Weph

W = Vect (m,,y mp)
avec Wito .

4) Si guit-cup) est orthogonale
das elle est ein . Independante

·c'est donc we base orthe garde der W.

2) Si W
, j...,mpb est orthogonale

alors V WEW on a

w = 4,
w

, + 12wz +- + Xplp



arc ↳ = w . Wi Vizt
, ..., p .

Wi · Wi

dévo de 2 :
soit weW

~ ecricous wE1 ,
w
, +

. . + Aphp
mez XiER .

Calculons
, de part et d'autre de , Inproduthewi

w · Wi = (1 ,
w

,
+ -- + xpwp) · wi

= W
+ Wit

- - + pmp-wi

wowi = : Wi wi
-

& *

var Sw ,+Up) orthogonale

= Xi = w . wi

ged 2)
Fin 6 .
2 .4

.

wiow

26.2 .5 :

Ecrive v comme C
.
L de

v =() (i) , (5) , E
-

base orthog de p
U , Un by



Thm +
,
=

v
=
1 = 1

2..0, 11

12= V . Nz
=
-12

= -2-

vuz T

Az =V= = -2

VzVs 33/2
Fin 6 .2 .

5
-

& 6 .3 Projections orthogonales
sur une droite

Proje orth sur we drolte de A :

Soit
· I y-au

GER-20] d = vectsul~ " prosI

↳ U But:

~ aly)
&trouler

Lus

L

on cherche
, Vyetk" , un lecteur projp(y) d

et donc projply) = au pour in dat
et telle que y-d4 soit orthogonal à u



cad (y-(u) - u = 0 .

Proposition 6 .

3
. 1 . UE-Gol , alors

1) Vyett on a d =Vectsu]

proj(y) -Le
-

LER

2)la distance de
y
à la boite d

·
Yest égale à-" -d

1 y-proj (y' Il
·

projg(y)

&

cela définit une transformation ein.

proja : A -> A Texo

y
ta Im /projd) = d
et Ker/proja) = dt = Phyperpaad



1&de (y) = Gu et sort

z=y-proje(y) = y-24 (on docred
On vent ge z1u cad z.u =0

# (y-2u) · u = 0

#o you - Gu. = 0

↳ You = 2 U . U
~

Fo cr u 0

# & ged 1.

26.3 .2 :

u = (1) y = ()d=vetyu)

projoly) == = bu=



5 6 .4 Bases orthonorées

taville
Def6

.

4 .1 dite- 34534p] 2 Rest
Orthonomée si
-

1) U-uj = 0 ifj
2) yauj = 1 Vi = y.., p

d Will = 1
.

Con dit peut est
nitate &

tre famille outhonorée quil esture base de W
est apelie base orthrone deW (b .an)

ex .
6
.4

.
2-

0) la base canoulie est me bon de A

1) u = () u= (u=(
W= Veatu ,42 ,43) (4 , 4243) base

ortlagonale

1Will = Es Mell =E =11
mals pas orthoronez



2) Si 34 , 124p) et une base orthog deW

alors hells---, et bon de

Théorème 6
.

4
.

4

soient 44 ,--- ,Unl n recteurs de
m

etsait U = (4/ 42 ;. -- jun)· Alors

(Tu : HEIRM)

1) la famille (ur74n) UTU = In
est orthonomale

29
(lescolonnesds M Mmeniaa

[N simen on a pas
forcinet UUT= Im)

2) Supp . que les ui soient outhonorés,



alors Fs4y ER" on a (Ti
i) ll4x1l = 11 sall

ii) Ux . Vy=i produscalaire dans
A

U]Vy sy
dans Dim

Morale de 2) : les colonies de U
sont orthronées

,
alors
-

Tr : R Am préserve
i) les distances/normes
- ii) les angles pS#Ux &
iii) l'orthogonalité

Explide 13
T

u = (4) ... (n) U=1)
=) (1) . (n) =[ortho UnT
Uj nores
= Fn = (81 .0) .



Définition 6 .4
.
5 : Soit UfMnun(t)

On dit ge U est ortlogonale
Carte)

s'i ses colonies sont orthonornées
--

↑ donc les colonies de U

forment une b . o .n deR

Théorème sur les matrices orthogonales
6.4

.
6

Sat UEMrxn(R), alors les conditions

suivantes sont équivalentes :

1) U est orthogonale (cf . dif -decus)

2) UTU = In

3) U est inversible et U" = UT

4) UUT = In

5) les ligres de U sont ortherosées .



ex 6
.

4.7-

1) to = ( soso) orthogonent
A" = AT

2) B = (id B= BT = B .

3)
C = I
3 *6

- /66

( orthogondeT 6 -466
Y ↓ EG

CECT

↑

#(3) et H= 11 (f)11
les lignes sont orthroses auss !

(plus dur àtarifier mais wai)

-Bem : 6 .

4 .
8 . En gin .

UU = In
-

n'splige pas UUT = Im

prenons n =1 neR Lecteur unitaire
um



lull = 1 =E
.
Alors ut = 1 et

U Hadse
-

UUT_ (4) \u , um E Me
s

VX/

-La
-

P
O

: u= P= unt=lot(O

· En fait P a des bonnes propriétés :
uest

Pu = (uuT)u = u(utu) = U estpropre
Y pour 1



5 I VLU alors

↑V = (uuT]u = u(utu) = 4.0 =0
Veller(P)

↑ = (uuT) /ruT] = u (utu)uT unEP

P projecteur In


